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درس نمونه برداری
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احتمال رخداد دیگری تاثیر نداشته اگر دو رخداد از هم مستقل باشند،یعنی وقوع یکی روی 
هر دو رخداد بطور هم زمان برابر است با حاصلضرب احتمال باشد،آنگاه احتمال وقوع 

:وقوع هر یک از آنها بطور جداگانه

P (A,B)=P(A).P(B)
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:از رابطه زیر محاسبه می شود رخداد مستقلnبدین ترتیب احتمال وقوع همزمان 

𝑃 𝐴1 , 𝐴2, … , 𝐴𝑛 = 𝑃1 . 𝑃2 . … . 𝑃𝑛

𝑃 𝐴1 ,𝐴2, … ,𝐴𝑛 =𝑃𝑛

:رخداد مستقل هم احتمالnدر 



گلوله شماره دار موجود است از هر ظرف یک گلوله 10دو ظرف که در هر ظرف (مثال
را نشان دهد چقدر است ؟5احتمال اینکه هر دو گلوله عدد .برمیداریم

بدست اگر آزمایش در یک ظرف و دوبار پشت سر هم با جایگذاری صورت گیرد،همان نتیجه
:می آید ولی بدون جایگذاری 
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گلوله شماره دار موجود است از هر ظرف یک گلوله 10دو ظرف که در هر ظرف (مثال
را نشان دهد چقدر است ؟5احتمال اینکه هر دو گلوله عدد .برمیداریم

:حل

P(A)=P(B)=P(5)=
1

10

P(A,B)=P(A).P(B)=0.01 or 1%

بدست اگر آزمایش در یک ظرف و دوبار پشت سر هم با جایگذاری صورت گیرد،همان نتیجه
:می آید ولی بدون جایگذاری 

P(A,B)=P(A).P(B)=
1

10
.
1

9
=0.011  or  1.1%
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جز معمولا در نمونه برداری های معدنی به دلیل بزرگ بودن فضای نمونه برداری یک
ا می نمونه عملا تاثیری در احتمال برداشت جز نمونه های دیگر ندارد و نمونه برداری ر

.در نظر گرفتبا جایگزینی توان 
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توابع
توزیع احتمال
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م، با یک می توان پیشامدهای یک آزمایش تصادفی را به جای اینكه با حالت و وضعیت شان نشان دهی
م و به را تعریف می كنیمتغیرهای تصادفی برای این كار روی فضای نمونه . مقدار عددی نمایش دهیم

.  كمک آنها بیان توصیفی پیشامدها را به مقادیر عددی تبدیل می نماییم

شاملآننمونهفضای.بگیریدنظردرتصادفیآزمایشیکراتولدهنگامنوزادسهجنسیت:مثال
صورتایندربگیریم،نظردرتولدسهدردخترهاتعدادراXتصادفیمتغیراگرواستعضو8

.كنیدمشاهدهزیرجدولدرراامرایندلیل.بودخواهد3و2و1و0ترتیببهXمقایر

3210X

ی متغیر تصادف

BBB

ABB 

BAB
BBA

AAB

ABA
BAA

AAA
S

هنمونفضای 

B را دختر وAمرا پسر در نظر گرفته ای.
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3210X

ی متغیر تصادف

BBB

ABB 

BAB
BBA

AAB

ABA
BAA

AAA
S

هنمونفضای 

مقادیر 
احتمال

تابع احتمال

.  سته  می گوییمبه تابعی كه بتواند به هر مقدار متغیر تصادفی، احتمال آن را نسبت دهد، یک تابع احتمال گس
. چنین تابعی را  با           نشان می دهیم

سسته استاز این جهت به آن تابع احتمال گسسته می گوییم كه فضای نمونه آزمایش، یک فضای نمونه گ.
( )f x

1
8

1
8

3
8

3
8

ک یک تابع احتمال گسسته را می توان به صورت ی
.ان كردجدول احتمال یا به صورت یک ضابطه ریاضی بی

( )
( ) , , ,x

f x x 3

3

2
0 1 2 3

ت جدول احتمال مقابل را می توان به صور
:این فرمول نیز نوشت
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 .توزیع چند جمله ای
 .توزیع دو جمله ای یا برنولی
 .لاپلاس-توزیع نرمال یا گوس
 .توزیع پوآسون
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زئی این نوع توزیع برای توصیف وضعیت مخلوط های چندج
.مناسب است

ملی  این نوع توزیع احتمال در ارائه مدل نمونه برداری كاربرد ع
.ندارد

برای توزیع چندجمله ای می توانیم بنویسیم:

(𝑃1+𝑃2+ …+𝑃𝑛)
𝑛 یا 100% =

11
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𝑃1+𝑃2+…+𝑃𝑛=1

N=𝑁1+𝑁2+…+𝑁𝑖كل ذرات واحد نمونه برداری

𝑁1(تعداد ذره جزئ یک)
باشد ...و 𝑛2و 𝑛1ذره كه تعداد ذرات اجزای مختلف به ترتیب برابرnاحتمال برداشت نمونه ای با 

:برابر است با 

P=𝑃1
𝑛1. 𝑃2

𝑛2. …  . 𝑃𝑖
𝑛𝑖. 

𝑛!

𝑛1! .𝑛2! . … .𝑛𝑖!
د،جز اگر تعداد كانی های مختلف در جز نمونه متناسب با تعداد نظیر آنها در واحد نمونه برداری باش

:نمونه معرف خواهد بود
𝑛1
𝑁1

=
𝑛2
𝑁2

= ⋯ =
𝑛𝑖
𝑁𝑖
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نوع کانی با درصد برابر وجود دارد که در اثر خردایش به درجه 6در یک سنگی ( مثال 
.رسیده اند% 100آزادی 

ذره ای که معرف ترکیب سنگ اصلی باشد چقدر است؟12احتمال برداشت نمونه ای (الف
E,Fو سه ذره از  A ,B,C,Dذره ای حاوی یک ذره از 10احتمال برداشت نمونه ای ( ب 

چقدر است؟
شرط کلی انجام این نوع نمونه برداری؟(ج
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نوع کانی با درصد برابر وجود دارد که در اثر خردایش به درجه 6در یک سنگی ( مثال 
.رسیده اند% 100آزادی 

ذره ای که معرف ترکیب سنگ اصلی باشد چقدر است؟12احتمال برداشت نمونه ای (الف
E,Fو سه ذره از  A ,B,C,Dذره ای حاوی یک ذره از 10احتمال برداشت نمونه ای ( ب 

چقدر است؟
شرط کلی انجام این نوع نمونه برداری؟(ج
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(الف:حل

𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 𝑛4 = 𝑛5 = 𝑛6 =
12

6
= 2

𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝3 = 𝑝4 = 𝑝5 = 𝑝6 =
1

6

P=𝑃1
𝑛1. 𝑃2

𝑛2. …  . 𝑃𝑖
𝑛𝑖. 

𝑛!

𝑛1! .𝑛2! . … .𝑛𝑖!

P=(
1

6
)2.

1

6

2
.(
1

6
)2. (

1

6
)2. (

1

6
)2. (

1

6
)2.

12!

2! .2! .2! .2! .2! .2!
= 0.0034 or 0.34%



نوع کانی با درصد برابر وجود دارد که در اثر خردایش به درجه 6در یک سنگی ( مثال 
.رسیده اند% 100آزادی 

ذره ای که معرف ترکیب سنگ اصلی باشد چقدر است؟12احتمال برداشت نمونه ای (الف
E,Fو سه ذره از  A ,B,C,Dذره ای حاوی یک ذره از 10احتمال برداشت نمونه ای ( ب 

چقدر است؟
شرط کلی انجام این نوع نمونه برداری؟(ج

(ب
𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 𝑛4 = 1 𝑛5 = 𝑛6 = 3

𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝3 = 𝑝4 = 𝑝5 = 𝑝6 =
1

6
𝑝 = (

1

6
)10.

10!

(3!)2. (1!)4
= 0.0017

.باید جامعه نمونه برداری بسیار بزرگ باشد و خردایش خوب انجام گرفته باشد(ج
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احتمال .باریت دارد% 5كالكوپریت و % 60بلند   ،%  10گالن،% 25ماده معدنی تغلیظ یافته ای (مثال
ذره ای با تركیب یكسان نسبت به این واحد چقدر است؟100برداشت نمونه ای 

P=(
25

100
)25.(

10

100
)10.(

60

100
)60.(

5

100
)5.

100!

25! .10! .60! .5!

P=0.0023   or 0.23%
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وانند توزیع دوجمله ای حالت خاصی از توزیع چندجمله ای است كه برای واحدهای نمونه برداری كه بت
.دوجزئی فرض شوند،صادق است

p= احتمال یک رخداد 

q= احتمال رخداد دیگر 

n= تعداد كل ذرات در واحد نمونه برداری 

(𝑝 + 𝑞)𝑛=  100یا%

p+q=1

ذره از ( n-k)ذره از یک جزء و  kذره كه در آن  nدر توزیع دوجمله ای احتمال برداشت نمونه ای با 
:جز دیگر باشد 

P(k,n,p)=(
𝑛
𝑘
) 𝑃𝑘.𝑞𝑛−𝑘

:           كه در آن 

Var(x)=npq=np(1-p)
𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)!
(=(

𝑛
𝑘

1
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N

n

.استpوnپارامتردودارای-1
.استمتقارن ترایدوجملهتوزیعباشندنزدیكتریكدیگربهqوpچههر-2
.می كندمیلصفربهچولگیضریبnمقدارافزایشبا-3
.نیستمطلوببزرگهایnبرایدوجمله ایتوزیع-4

جایگذاریبدوننمونه گیریازمی توانباشد،10حداقلنمونهبهجامعهنسبتاگر
(.هستندمستقلپیشامدهاكردفرضمی شود).كرداستفاده

.می شوداستفادهپواسنتقریباز(یا)باشدكوچکpوبزرگnاگر-5
ارداستاندنرمالتقریبازباشد،كهطوریبهباشدبزرگnاگر،pبهتوجهبدون-6

.شودمیاستفاده

np 1 10
np  5



مثال

:دارای توزیع دوجمله ای به صورت مقابل است، Xمتغیر تصادفی -الف

.فر باشداحتمال اینكه همه فرزندان دختر باشند یعنی تعداد پسران ص-ب

:  برای محاسبه میانگین داریم-ج

( )
( ) , , , ,xf x x 

4
0 1 2 3 4

16

( ) . ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x

x

E x x f x np





            
4

0

1 4 6 4 1
0 1 2 3 4 2

16 16 16 16 16

:فرزندی در نظر بگیریم، مطلوب است4را تعداد فرزندان پسر در یک خانواده xاگر متغیر تصادفی 
.  را معلوم كنیدxتابع احتمال -الف
احتمال اینكه همه فرزندان دختر باشند چقدر است؟-ب
انتظار می رود این خانواده چند پسر داشته باشند؟-ج

( )
( ) ( )P x f   

4
0 1

0 0
16 16
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P(k,n,p)=(4
𝑘
) (

1

2
)𝑘.(

1

2
)4−𝑘
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مثال

:دارای توزیع دوجمله ای است، Xمتغیر تصادفی -الف

-ب

:  برای محاسبه میانگین داریم-ج

( ) ( ) ( . ) ( / ) , , , ,x x
xf x x   4 40 1 0 9 0 1 2 3 4

( ) /E x np   20 0 9 18

xی اگر متغیر تصادف. از درمانهای ریشه دندان با شكست مواجه می شود% 10تقریبا 
دندان باشد، 4تعداد شكست در درمان ریشه 

. را معلوم كنیدxتابع احتمال -الف
احتمال اینكه حداقل یک درمان ریشه، موفقیت آمیز باشد چقدر است؟-ب
درمان ریشه دندان چند دندان با موفقیت درمان شود؟20انتظار می رود در بین -ج

( ) ( ) ( ) ( )( / ) ( / ) / /P x P x f          4 0 4
01 1 0 1 0 1 0 1 0 9 1 0 67 0 33



.اسلیت ذغالی دارد% 10آنتراسیت و % 90نوعی ذغالسنگ سرندشده،(مثال
.خاکستر است% 60خاکستر و اسلیت آن دارای % 5آنتراسیت این ذغالسنگ دارای 

ذره ای برداشت شده از این ذغالسنگ چقدر است؟100پراش یک جز نمونه (الف

ت ؟دامنه تغییرات مقدار خاکستر جز نمونه برداشت شده چقدر اس% 95در سطح اعتماد (ب
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.اسلیت ذغالی دارد% 10آنتراسیت و % 90نوعی ذغالسنگ سرندشده،(مثال
.خاکستر است% 60خاکستر و اسلیت آن دارای % 5آنتراسیت این ذغالسنگ دارای 

ذره ای برداشت شده از این ذغالسنگ چقدر است؟100پراش یک جز نمونه (الف

ت ؟دامنه تغییرات مقدار خاکستر جز نمونه برداشت شده چقدر اس% 95در سطح اعتماد (ب

:حل
n = 100   p =0.9     q =0.1

Var(x)=npq=100 × 0.9 × 0.1 = 9
𝜎 = 3

100 × 0.1 = نمونه اولیه100تعداد تکه های اسلیت در 10
CI=1.96 × 𝜎 درصد95حدود اطمینان با احتمال 
10±1.96 × 3 حدود بالایی و پایینی تکه های اسلیت

ذره حدود بالا و پایین آنتراسیت 84تا 96ذره موجود  100ذره اسلیت و با توجه به 16تا 4
.خواهند بود
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حد پایینی 
4 × 0.6 + 96 × 0.05 = 7.2

حد بالایی 
16 × 0.6 + 84 × 0.05 = 13.8
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.اسلیت ذغالی دارد% 20آنتراسیت، % 80نوعی ذغالسنگ سرندشده (مثال
.خاکستر دارد% 70خاکستر و اسلیت آن % 15آنتراسیت این ذغال 

ذره ای برداشت شده از این ذغالسنگ چقدر است؟100پراش یک جز نمونه (الف
ت؟دامنه تغییرات مقدار خاکستر جز نمونه برداشت شده،چقدر اس% 95در سطح اعتماد (ب

:حل
تفاده چون جز نمونه برداشت شده شامل دو جز است،پس می توانیم از توزیع دوجمله ای اس

.کرد
Var(x)=npq=100 × 0.2 × 0.8 = 16 => 𝑆 = 4
CI=1.96 × 4 = 7.8 ≅ 8

%95تعداد ذرات اسلیت با سطح اعتماد 
𝑥 ± 𝐶𝐼 = 20 ± 8 = 28,12

%95تعداد ذرات آنتراسیت با سطح اعتماد 
𝑥 ± 𝐶𝐼 = 80 ± 8 = 88,72

حداکثر تعداد خاکستر
72 × 0.15 + 28 × 0.8 = 33.2%

حداقل تعداد خاکستر
88 × 0.15 + 12 × 0.8 = 22.8%
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.دارند،مورد استفاده قرار می گیرداین نوع توزیع در بررسی رخدادهایی که احتمال وقوع خیلی کمی 

توزیع به حالت پوآسون در یک توزیع دوجمله ای،هر چه که یکی از احتمالات به صفر میل کند،

.نزدیک می شود

p، به سمت بی نهایت میل کند،مقدار nیکی از مشخصه های اصلی این توزیع این است که هر چه 

.مقدار ثابتی شودnpبه سمت صفر  میل خواهد کرد،به طوری که حاصلضرب 

P(k)=𝑒−𝑛𝑝.(𝑛𝑝)𝑘/k!

Var(x)=np

=npمیانگین توزیع پواسون



برای بررسی (میلی متر0.18)مش 80گرمی از یک خاک با ابعاد 200یک نمونه (مثال
.ذره طلا دارد25ژئوشیمیایی 

گرمی چقدر است؟5تعداد طلای قابل انتظار در یک نمونه (الف
.را حساب کنید% 95تغییرات  این ذرات با سطح اعتماد (ب
.باشد را محاسبه کنید3و یا 2و1و0گرمی 5احتمال اینکه ذرات طلا در نمونه (ج
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برای بررسی (میلی متر0.18)مش 80گرمی از یک خاک با ابعاد 200یک نمونه (مثال
.ذره طلا دارد25ژئوشیمیایی 

گرمی چقدر است؟5تعداد طلای قابل انتظار در یک نمونه (الف
.را حساب کنید% 95تغییرات  این ذرات با سطح اعتماد (ب
.باشد را محاسبه کنید3و یا 2و1و0گرمی 5احتمال اینکه ذرات طلا در نمونه (ج

:حل
:الف

200 gr                 25

5 gr                       ?                           25 ×
5

200
= 0.625

Var(x)=np=0.625

S= 0.625 = 0.79

27



(ب
𝐶𝐼95% = 1.96S

=  0.625 – 1.96 × 0.79 = −0.92 = حد پایینی0
0.625+1.96× 0.79 = 2.17 = حد بالایی=  2

.در تغییر است2تا 0گرمی از 5لذا تعداد ذرات طلا در نمونه 

گرمی نخواهد شد5هیچ ذره ای وارد زیرنمونه %54به احتمال حدود 
K=0 , p(0)=0.535

K=1,p(1)=0.334

K=2,p(2)=0.104
K=3,p(3)=0.022

28
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دربسیاریکاربردهایواستآماریمباحثدرهاتوزیعمهمترینازیکی
یایدندرکهاستشدهثابتتجربهبه.داردمهندسیوپزشکیتحقیقات

.کنندیمپیرویتابعهمینازطبیعیمتغیرهایازبسیاریتوزیعمااطراف
.شودمیبیانواریانسومیانگینپارامتردوحسب،برآنفرمول

:  ضابطه تابع توزیع نرمال به صورت زیر است



30



پیوستهتوزیع های احتمالییكی از مهمترین،توزیع نرمال
 .استنظریه احتمالاتدر

 د حٔ  قضیهدلیل اصلی این پدیده، نقش توزیع نرمال در
.استمركزی

 ی، حد مركزی نشان داده میشود كه تحت شرایطقضیه در
مجموع مقادیر حاصل از متغیرهای مختلف كه هركدام 

تغیرها، میانگین و پراكندگی متناهی دارند، با افزایش تعداد م
.  دارای توزیعی بسیار نزدیک به توزیع نرمال است

http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%88%D8%B2%DB%8C%D8%B9_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%BE%DB%8C%D9%88%D8%B3%D8%AA%D9%87
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D8%B8%D8%B1%DB%8C%D9%87_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84%D8%A7%D8%AA
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%82%D8%B6%DB%8C%D9%87_%D8%AD%D8%AF_%D9%85%D8%B1%DA%A9%D8%B2%DB%8C


 ارهای از آن در ككارل فردریک گاوساستفاده این توزیع گاهی به دلیل
ن به نامیده می شود؛ همچنی( گاوسی)تابع گوسی خود با نام توزیع یا 

زنگوله ایدلیل شكل  این توزیع، با نام انحنای 
Bell Shaped(زنگدیس )نیز معروف است.
مكان كننده تابع احتمال این توزیع دارای دو پارامتر است كه یكی تعیین

(μ ) مقیاسكننده و دیگری تعیین(σ )توزیع هستند.
خاص در حالت. منحنی تابع احتمال حول میانگین توزیع متقارن است

نامیده می شود نرمال استاندارد، باشد توزیعσ =1و μ =0اگر 

http://fa.wikipedia.org/wiki/%DA%A9%D8%A7%D8%B1%D9%84_%D9%81%D8%B1%D8%AF%D8%B1%DB%8C%DA%A9_%DA%AF%D8%A7%D9%88%D8%B3
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%BE%D8%A7%D8%B1%D8%A7%D9%85%D8%AA%D8%B1_%D9%85%D9%82%DB%8C%D8%A7%D8%B3
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μ و2توزیع نرمال هستندیپارامترها.

احتمال نرمالیتابع چگال2-2

.  تدر حالت پیوسته اسیمهم آماریهااز توزیعینرمال یكیمتغیر تصادف

است اگر تابع 2و واریانس μتوزیع نرمال با میانگین یداراXیمتغیر تصادف

.  احتمال آن به صورت زیر باشدیچگال



ویژگی های 
توزیع نرمال

به همین دلیل . محور تقارن آن      میانگین است( 6 

.سترده استتوزیعی است پیوسته كه از منهای بینهایت تا مثبت بینهایت گ( 1

( ) / ( )P x P x    0 5

.مساحت زیر منحنی نرمال برابر یک است( 2 P x     1

Sk.  توزیعی متقارن است در نتیجه ضریب چولگی آن صفر است( 3  0

Md.سه شاخص مهم مركزی یعنی میانگین، میانه و نما بر هم منطبقند( 5 Mo  

.میانگین آن       و واریانس آن       است( 4  2


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.شودمیدادهپوششنرمالمنحنی%68تقریباµ±sبا.7

.شودمیدادهپوششنرمالمنحنی%95تقریباµ±2sبا.8

.شودمیدادهپوششنرمالمنحنی%99.7تقریباµ±3sبا.9
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رمال متغیر نیراحتیكنید این توزیع فاقد پارامتر است و برایهمانطور كه ملاحظه م
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:ی یعن. تقارن استیدارانرمال استاندارد نسبت به محور یمتغیر تصادف
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نرمال استانداردتوزيع 
آن احتمالیتوزیع نرمال استاندارد است اگر تابع چگالیداراZیمتغیر تصادف

توزیع نرمال را توزیع نرمال ،2=1و μ=0یبرا. به صورت زیر باشد
. استاندارد گویند



 167سال 25تا 20فرض كنید میانگین قد جمعیت جوان از
درصد این جمعیت. سانتی متر باشد5سانتی متر با انحراف معیار 

.سانتی متر بیشتر است را معین كنید180كه قدشان از 

 S2.6 =0.49           0.5–0.4953= 0.01 = 1% 


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